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SUMMARIES 
Ausgehend von einer Tagebuchnotiz von C. F. Gauss 
werden rationale Polynome, deren komplexe Nullstellen 
@linear unabh;ingig sind, untersucht; insbesondere 
wird der Zusammenhang dieser Eigenschaft mit dem modernen 
Irreduzibilitztsbegriff gekl8rt. 
Motivated by a note of Gauss, rational polynomials 
with (P-linear independent complex zeros are investigated. 
In particular the relationship between such polynomials 
and the modern notion of irreducibility is clarified. 
Am 9. Oktober 1796 notiert C. F. Gauss in seinem Tagebuch: 
Aequationis xp - 1 = 0 radices per integros multi- 
plicatae aggregatae cifram producere non possunt. 
[Gauss 1901, 4831 
Offenbar ist hier p als Primzahl und "radix" als "radix 
primitiva" (vgl. [Gauss 19011, Eintragung vom 12.6.1808) 
vorausgesetzt, so da8 wir genauer lesen miissen: 
Seien p eine Primzahl, el, . . . . ep-l die komplexen 
Nullstellen von h(x) = (xp - 1)/(x - 1) = xP-1 + --a + 
x+lundal, . . . . ap-l ganze Zahlen nicht alle gleich 
Null. Dann ist aleI + a** + ap-lep-l # 0. 
Oder ausgesprochen in den Begriffen der modernen Linearen 
Algebra: el r . . . . e -1 sind linear unabh;ingig iiber dem Kijrper 
(?j der rationalen Zah en. fl 
Da die "p-ten Einheitswurzeln" el, . . . . ep-l eine zyklische 
Gruppe der Ordnung p bilden, kann man mit e = el annehmen, da8 
ek = ek fiir k = 1, . . . . p-l ist. Aus der linearen Unabhangigke it 
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von e, e2, . . . . ep-' folgt, da@ der Grad der KGrpererweiterung 
q(e) iiber Q genau p-l ist. Dies bedeutet aber, da8 das Polynom 
h(x) irreduzibel iiber Q ist. 
Im S.341 der "Disquisitiones Arithmeticae" (1801) gibt 
C. F. Gauss einen Beweis fiir die Irreduzibilitat von h(x), ohne 
auf die lineare Unabhangigkeit der Nullstellen Bezug zu nehmen. 
Es wird direkt bewiesen, da8 h(x) im Polynomring Q[x] keinen 
echten Teiler hat. 
Wir wollen in dieser Note Polynome betrachten, die die von 
C. F. Gauss im Tagebuch formulierte Eigenschaft haben; urn 
bequemer sprechen zu konnen, fiihren wir ein: 
1. DEFINITION. (a) Ein Polynom f  (x)c Q [xl heiBt 
gauss'sch, falls die komplexen Nullstellen von f(x) iiber Q 
linear unabhangig sind. 
(b) Eine komplexe Zahl a heibt gauss'sch, falls das 
Minimalpolynom ma(x) von a iiber Q ein gauss'sches Polynom ist. 
Zun;ichst gilt allgemein: 
2. SATZ. Ein gauss'sches Polynom f(x) ist irreduzibel 
iiber Q. Nicht jedes iiber Q irreduzible Polynom ist 
gauss'sch. 
Beweis. Sei f(x) = fl (x) f2 (x) eine echte Zerlegung von 
f(x) in Q[x]. Seien al, . . . . a, die Nullstellen von f(x), 
allr --*I aln 
I 
die von fl (x) und a21, . . . . azn 
2 
die von f2(x). 
Da f(x) ein gauss'sches Polynom ist, folgt: 
tl) aj # a j fiir i f  j, 
(2) s1 = all + *** + aln # 0, und 
(3) 52 = a21 + 
Wegen sl, s2cQ ergibt sich daraus der Widerspruch 0 = 52.51 - 
s1s2 = s2all t -  l *- + s2aln 
1 
- s2a21 + '*a + slapn . 
2 
Das Polynom x2 + 1 ist irreduzibel iiber Q, aber die 
Nullstellen i und -i sind offenbar linear abh;ingig iiber Q. 
h4(x) = x2 + 1 ist das 4-te Kreisteilungspolynom. Es lH8t 
sich leicht zeigen, da8 das n-te Kreisteilungspolynom h,(x) 
genau dann gauss'sch ist, falls n eine quadratfreie Zahl ist. 
Andererseits ist h,(x) bekanntlich irreduzibel (siehe [Kronecker 
18541 oder [van der Waerden 19711). Dies zeigt, da6 ein aus 
der Tagebuchnotiz "naheliegender" Beweisversuch fiir die 
Irreduzibilitzt von hn(x), ngmlich direkt die lineare Unabhangig, 
keit der Nullstellen von h,(x) zu zeigen, fiir beliebiges n 
scheitern muB. 
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Der folqende Satz lehrt, da6 qauss'sche Polynome in einem 
sehr natiirlichen Zusammenhanq auftreten: 
3. SATZ. Sei L ein endlicher normaler ErweiterungskSrper 
von a, M ein Teilkijrper von L, G die Galoisgruppe von L und 
H = C,(M) die Fixgruppe von M. Ferner sei bl, . . . . bl eine 
Normalbasis von L iiber q. 41, . . . . g, sei ein Reprssentanten- 
system der Rechtnebenklassen von H in G mit g1 = 1. Setzt man 
al = 
c 
blh, a2 = alg2, .-., an = algn' 
hCH 
SO ist f(x) = &(x - ai) ein gauss'sches Polynom. Es ist 
M = @(al) und f(x) das Minimalpolynom von al. 
Beweis. Da bl, . . . . bl linear unabhBnqiq iiber @ sind, ist 
g(x) := .A ix - bj) ein qauss'sches Polynom, J=l 
also nach 2. 
irreduzibel. Die Galoisqruppe G operiert also transitiv auf 
(bl, . . . . bl). Weqen IGI = 1 operiert G requlgr. Daraus folqt, 
da6 al, . . . . a, linear unabh;inqiq iiber fl sind. Da G such 
transitiv auf {al, . . . . a,) operiert, ist f(x)<Q[xl. Also 
ist f(x) ein qauss'sches Polynom. 
Weqen alh = al fiir alle hcH ist a1c.A'. Aus n = Grad@!/@ 
= Grad f(x) folqt M = Q(al). 
4. FOLGERUNG. Ist M ein endlicher ErweiterungskBrper Q, 
so existiert ein gauss'sches Element a mit M = Q(a). 
Beweis. Man w;ihle L als normale Hiille von M und schlieBe 
mit 3. 
Es ist iibriqens leicht zu sehen, da8 jedes qauss'sche 
Polynom in der in 3. beschriebenen Weise entsteht. 
Zur Erq;inzunq bemerken wir noch eine Charakterisierunq 
irreduzibler Polynome, die als eine Erweiterunq von 2. qelten 
kann: 
5. SATZ. Ein Polynom f(x) = iil(~ - ai)cQ[x] ist genau 
dann irreduzibel iiber Q, falls es ein Polynom h(x)cQ[xl gibt, 
so da8 bl = h(al), . . . . b, = h(a,) iiber Cp linear unabh;ingig 
sind. 
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Beweis. Sei f(x) irreduzibel und M = @(al). Nach 4. gibt 
es ein gauss'sches Element bl mit M = (P(bl). Also gibt es ein 
Polynom h(x) f@[xl mit bl = h(al). Dann sind aber bl = 
h(al), -..I b, = h(an) die Nullstellen des Minimalpolynoms von 
blr also iiber 91 linear unabhzngig. 
Sei umgekehrt h(x)c@[xl, so daB bI = h(al), . . . . bn = h(an) 
linear unabh;ingig sind. Dann ist Grad(Q(bl)/Q) = n nach 2.. 
Wegen Q(bl) <Q(aI) ist Q&l) = q(aI); also ist f(x) irreduzibel. 
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